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Feuille d'exercices n° 2 : Convergences Stochastiques.

| - Vérification de la loi faible des Grands Nombres

Le jeu de Pile ou Face suppose gue l'occurenchatzine des deux eventualites lors du jet d'une
piece est equiprobable. On se propose dans le daniréel jeu portant sur un nombre important
de jets, de "verifier" theoriguement (expressimarre !) la loi des Grands nombres de Bernoulli.

1) Montrer que I'énoncé méme de cette loi impliquexdaathodes d'approche (ou type
d'événements a observer ou encore, phénomeneéranep

2) En déduire qu'une telle vérification passe paaleud :
a) pour un intervalle donné, de la probabilité queédguence de Pile soit contenue dans cet
intervalle, lors den épreuves,
b) pour une probabilité donnée, des bornes d'un ialierde confiance ayant une probabilité
donnée de contenir la fréquence de Pile, lorsmdé&preuves, en donnantra des
valeurs croissantes.
3) Opérer cet ensemble de calculs pour :
- un intervalle pour la fréquence, délimité (borimesduses) par les valeurs 0,4 et (s a)
- une probabilité donnée de 0,2%¢ b);
n valant respectivement 10, 100 et 400.

Il - Quel doit étre le nombre minimum de lancers dedks ordinaires pour que la probabilité
gue la fréquence de survenance d'un total quusaihultiple de trois, s'écarte de la valeur
attendue de plus d&0% de cette valeur, ne dépasse 6 ?

lIl - Une personne joue 60 fois a "Pile ou Face". dut de 30 lancers, elle a obtenu 20 fois Pile.
1) Calculer I'espérance mathématique et la varianaeochbre total de Pile obtenu au terme des
60 coups.



2) En déduire une remarque que I'on peut faire a uediodont la tactiqgue consiste a parier a
chaque coup sur la face contraire a celle sortisoap précédent, et qui justifie son attitude
par le fait qu'en définitive, on doit obtenir autde fois Pile que Face.

IV - La moyenne des revenus annuels des employésgtameée banque est égale a 50 000 euros
avec un écart-type de 10 000 euros. Donner un argtjde la probabilité qu'un employé gagne
plus de 80 000 € par an (utiliser l'inégalité derBiymé Tchébychev).

V - Soit X une variable aléatoire telle quE[X] =3 et E[XZJ =13 . Déterminer la borne
inférieure de la probabilitts o a = prof{-2< X <8} .

VI - Soit X une variable aléatoire suivant une loi Binomideparametren et p .

1) Si n=50 et p=04, calculer prob{X <25 a l'aide de la table de la loi binomiale.
Comparer cette valeur avec celles données papfgsxmations de Poisson et Normale.

2) Si n=50 et p= 005, calculer proX <5} & l'aide de la table de la loi binomiale.
Comparer cette valeur avec celles données papfsximations de Poisson et Normale.

VII - Samuel et Sonia jouent au jeu suivant : chacurel&00 fois un dé équilibré. Il calcule le

produit des nombres obtenus. Sonia a obtenu le steof'® . Donner une approximation de la
probabilité que Samuel gagne.

(Indication : Si X, désigne le f™ nombre obtenu par Samuel, il s'agit de calculer
100
Pr([7] X, >4'°) . Transformer le produit en somme et utiliser J&.L. appliqué aux variables

IN€X; ¢ )

VIII - Une entreprise fabriqgue des composants électreaidant une proportiorp ( p petit)

est défectueuse. Pour avoir une idée de cette girmpoon préléve un échantillon de 400 pieces

(dans une production beaucoup plus grande) et mpteole nombre de composants défectueux.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de pieéfctlieuses parmi les 400.

1) Quelle est la loi suivie parX (justifiez votre réponse) ? Par quelle loi diseré&t a quelles
conditions peut-on I'approcher ? Application numée : si p =3% , calculer la probabilité
gue au moins 12 pieces soient défectueuses.

2) Par quelle loi a densité, et a quelles conditicg{on approcher la loi d&X ? Application
numeérique : sip = 6% , quelle est la probabilité qu'il y ait moins dediéces défectueuses ?



(on prendra 006x 094x400= 475 )
3) On préléve effectivement 400 piéces et on conglaliey a 12 pieces défectueuses. A l'aide
des calculs précédents, diriez-vous gpe vaut plutét 3% ou plutdt 6% ?

IX - On lance 10 000 fois une piéce de monnaie éqéédibr

1) Trouver un intervalle centré en 5000 tel que le nknde pile obtenu se trouve dans cet
intervalle avec une probabilité supérieure ou €gdle99.

2) Comparer ce résultat avec celui obtenu par l'inégadé Bienaymé-Tchebychev.

X - (Session de Mai 2009 - Extrait)

On lance deux dés ordinaires a 6 faces.

1) Quelle est la probabilité que le résultat obtermm{®e des chiffres obtenus a l'issue du
lancer) soit un multiple de 4 ?

2) On lance 36 fois deux dés ordinaires a 6 facesoméoiX,, la variable aléatoire représentant
le nombre de fois ou I'on observe un résultat guua multiple de 4 au cours des 36 lancers.

a) Quelle est la loi suivie par la variable aléatoixe, ?

b) Calculer son espérance mathématiqﬁb<%] et sa variance\/ar[x%] .(On donne
V3=17).

c) Montrer que X,, peut étre approxime par une variable aléatoirgitcoe.

d) En notamt X, le nombre de fois ou I'on observe un résultaiegtiun multiple de 4 au
cours den lancers, peut-on dire qu&, converge en probabilité vers un nombre
certain a , lorsque n augmente indéfiniment ? Justifier votre réponse.

e) On donne a = prob{X,, D[E[X%] -1 E[X36] +1]} =0,4354 . En utilisant I'approximation
précédente, calculer une valeur approchéerdesans effectuer la correction de
continuité.

f) Quelle est la marge d'erreur résultant de I'appration utilisée ?

g) De quel pourcentage cette marge serait-elle redulten applique lors du calcul de
la correction de continuité ?



Xl - (Session de Mai 2005)

Au second tour d'une élection nationale, un des dandidats, le candidat A, obtient 6 695 000

voix sur les 13 000 000 de suffrages exprimés.

1) La veille du vote, un institut de sondage annorigarictoire du candidat B sur la base d'un
échantillon représentatif de 100 personnes. Evéduerobabilité qu'avait cet institut de se
tromper. Toute la démarche permettant de parveniésultat sera développée.

2) Quelle aurait été cette méme probabilité si I'tnsavait prélevé un échantillon représentatif
de 1600 personnes ?

3) Comment peut-on expliquer ce résultat ?

Xll - (Session de Mai 2006)

Dans le service pédiatriqgue d'un dispensaire, tlekeg sérieuses ont montré que la durée d'une

consultation de nourrisson est une variable alé@atpii suit une loi normale, d'espérance 12

minutes pour un écart type de 4 minutes. (Lesgmlitiet 2 sont indépendantes).

Partie 1 : On se propose de simuler les durées de 9 consukatbnsécutives a I'aide d'une table

de nombre au hasard.

1) Exposer rapidement le principe de la méthode darferphose permettant de réaliser une
telle simulation.

2) On fournit I'extrait suivant d'une table de nomtaashasard :

6915 3300 1112 5239 9772 0951 9452 2420 5793

a) En considérant des groupes de 4 chiffres danstaprécédente et en utilisant la méthode
présentée a la question 1, réaliser la simulatesnddirées de 9 consultations successives
de ce service.

b) En déduire le temps total nécessaire pour traitesé@cutivement ces 9 consultations.

Partie 2 : On considére toujours que la durée aléatofre d'une consultation suit une loi

normale d'espérance 12 minutes et d'écart typeaegahinutes.

1) Calculer a, , la probabilité que la consultation de 18 nosoiss traités consécutivement par
une méme personne puisse étre réalisée en traissh@une matinée de travail ininterrompu.

2) Que peut-on conclursans calcu) de la probabilitéa, qu'une personne travaillant 6 heures
d'affilée (le double de temps) parvienne a trétconsultations (le double de consultations)
? Justifier votre réponse de fagon rigoureuse.

3) Si T estletemps de traitement, quel temps minimdy, devrait-on accorder au
traitement des 18 consultations si I'on veut quaddabilité que le travail soit achevé au
terme de cette durée soit d'au moins 0,95 ?



4) Deux personnes travaillant au méme rythme traithatune 15 consultations en paralléle en
débutant a la méme heure. Quelle est la probabidité, que I'une des deux ait terminé au
moins 30 minutes avant l'autre ?

5) Sachant que le dispensaire comporte deux médeaialtant au méme rythme et employés
tous les matins, cinqg fois par semaine pendanedtames d'une année, évaluer le nombre
moyen de fois,k , ou I'événement décrit a la question 4 se pradalircours d'une année.
Justifier votre réponse.

NB : On donne :+/15 ®3,9 ;/18 €4,2 ;/30 H5,5



